Método de Monte Carlo para o Modelo do Ferromagneto
de Ising Computacional para Rede Bidimensional

Quadrada

Benjamin Giriboni Monteiro

Daniel Carlos Souza Santos

Diego Rodrigues Cavalcante
Léo Cymrot Cymbalista

Universidade de Sao Paulo

Resumo

O método de Monte Carlo se baseia em calculo de medias complicadas a partir de uma média
muito mais simples. Calculando médias a partir de um nimero de configuracoes especificas do
sistema em questao. O presente documento se baseia na ideia de Monte Carlo para uma
simulagao computacional do modelo de Ising de um ferromagneto simples com constituintes
com spins.

1 Introducao

1.1 O Modelo de Ising

O problema consiste em analisar um modelo de constituintes (particulas) portadores de spin
para um sistema de rede quadrada, onde cada sitio da rede (cada particula do sistema) interage
com cada vizinho, isso devido a interacao de origem magnética gerada por seus spins o; = +1.

O modelo de Ising se propoe a resolver essa questao introduzindo o seguinte hamiltoniano

do sistema dado por:
H=-J> o (1)
1,

onde a soma ¢ indicada a ser realizada para os vizinhos mais proximo do sitio ¢, e J uma
constante positiva.

Notemos que esse é o caso mais simples possivel, onde o sistema em si nao esta em contato
com um campo magnético H externo ao sistema. Ou seja, as interagoes no sistema sao devidas
apenas as configuracoes dos spins de cada sitio.

Apesar da simplicidade do sistema, essa soma sobre todos os sitios continua sendo uma
tarefa complicada. Entretanto, podemos utilizar um método muito mais simples para realizar
as medicoes e previsoes termodinamicas desse sistema, utilizando o Método de Monte Carlo
nesse sistema.



1.2 O método de Monte Carlo e o Algoritmo de Metropolis

A ideia do Método de Monte Carlo consiste em obter uma estimativa de uma variavel (A) por
uma soma muito mais simples, uma média aritmética sobre um ntimero relativamente pequeno,
mas devidamente selecionado, de “configuragoes microscopicas representativas do equilibrio”.

()= 5734 (2)

A ideia desse método seria calcularmos o valor esperado da magnetizacao desse sélido através
desse método, onde escolhemos um numero de preferéncia de passos de Monte Carlo M.

Juntamente com essa ideia, utilizaremos a ajuda de um outro algoritmo chamado de “Al-
goritmo de Metropolis”. A ideia é gerar uma cadeia de configuracées que num numero grande
de loops convergird para as configuracoes de equilibrio gibbsiano.

O método funciona da seguinte maneira: Escolhe-se uma configuracao especifica do nosso
sistema (por exemplo todos os spins positivos o; = 1,Vi € N;1 < i < N) em seguida, selecio-
namos um sitio da rede e mudamos o spin desse sitio. Comparamos a energia da configuracao
anterior e da nova configuracao com a mudanga de spin dada pela equagao 3:

AE = —2H, (3)

Onde Hy é a energia do sitio antes da mudanca no spin devido a interagao com as 4 particulas
vizinhas. E com esse valor de variacao de energia, calculamos a seguinte relacao:
—AFE
r=e 7T (4)
Sendo T a temperatura que a rede esta submetida. Com esse valor calculado, o algoritmo
realiza os seguintes passos:

1. Se AE < 0 aceite a nova configuracao microscopica e continue o processo, selecionando
um outro sitio sequencialmente da rede;

2. Se AE > 0 compare o valor obtido de » com um numero aleatério z entre 0 e 1. Aceite a
mudanca de sinal do spin escolhido se r > z; mantenha o mesmo sinal de antes se r < z.

3. Utilize a configuracao ao final dessa sequéncia e siga para outro sitio para repetir todo o
processo.

A ideia é repetir todo esse processo em todas os sitios da rede muitas vezes seguidas. Nesse
caso, o numero de vezes que esse algoritmo percorre toda a rede é identificado como um “passo
de Monte Carlo”.

E esperado que o sistema chegue no equilibrio, quando os constituintes do sistema nao
apresentam mais uma variacao abrupta nos valores de spin.

Sabemos que nos limites termodinamicos, os desvios estatisticos sao muito despreziveis se
o numero N de constituintes da rede for suficiente grande. Portanto, os desvios em relagao a
média dos valores que obtivermos com as consideragoes estatisticas se aproximarao de forma
mais satisfatéria do valor “absoluto”do resultados terao desvios muito pequenos.

1.3 Modelo comparativo

A fins de comparacao com os resultados que obtivermos, podemos utilizar uma equacao
ja estabelecida para a magnetizagao desse modelo, proposta por Onsager [L. Onsager, Nuovo
Cimento, Suppl., 6, 621, 1949], e posteriormente confirmado por Yang [C. N. Yang, Phys. Rev.



85, 808, 1952], como a magnetizagao espontanea e adimensional mg que é dada por uma equagao
extremamente trivial e simples:

mo = {1 — [sinh(28.7)]*}* = {1 - [sinh (%)] 4}51; (5)

Sendo que a temperatura critica nesse modelo é dado quando sinh(243,.J) = 1, de forma a
obter:

2
T,= —— =2 269185. .. (6)

In(1+ v/2)
Cujo grafico esquematizado da magnetizagao contra a temperatura, a partir desse modelo,
é estabelecido na figura [1| abaixo:
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Figura 1: Gréfico da fungao tedrica para a magnetizacao em funcao da temperatura, conforme
a equagao (5).

2 Implementacao do Algoritmo em um Cédigo Python

Com todas as consideracoes ja feitas sobre o algoritmo e o método utilizado, escrevemos um
programa para executar essas simulacao do modelo de Ising:

1 kb =1
2 e = 2.7182818284590452



import random as rnd
import copy
import matplotlib.pyplot as fig

def R(Range): #Niumero aleatério entre -Range e Range

return (2*Range*rnd.random() - Range)

def S(Q):
if R(1) > O:
return (1)
else:
return (-1)
def f(x):
return ((x-1.32) **3 + 2.3)

graf, axs = fig.subplots(2)

N = int(input (’Tamanho da rede: ’))

1000 #P é o numero de passos da simulacéo
fig.figure(figsize=(8, 14))

tam = 2

NTs = 40

TemperaturaGrafico = 0

jav)
]

L= [1
M = []

for il in range(N):
L =[]
for i2 in range(N):
L =1 + [1]
M =M+ [L]
M2 = copy.deepcopy (M)

for i6 in range(l, NTs + 1):
T = £(2.5%i6/NTs)
print (i6)
M = M2
MagTotal = 0
for i3 in range(P):
V=20
for i4 in range(N):
for i5 in range(N):

DeltaE = 2xkb*(M[i4] [i5]1*M[(i4+1)%N][i5] + M[i4][i5]1*M[i4] [(
i5+1)%N] + M[i4] [i5]1*M[(i4-1)%N][i5] + M[i4][i5]1*M[i4][(i5-1)%N])

r = e*x*x(-DeltaE/T)
if DeltaE < O:

M[i4][i5] = -M[i4][i5]
elif r > R(0.5)+0.5:
M[i4][i5] = -M[i4][i5]

cIESICH:
M[i4]1[i5] = M[i4]1[i5]
V =V + M[i4][i5]
if i3 > 499:
MagTotal = MagTotal + abs (V)

if i6 == NTs//3:
TemperaturaGrafico = T
x2 = i3
y2 =V

axs [0] . scatter (x2, y2, s=tam, c="mediumblue")
axs [0] .set (xlabel=’Passos do Monte Carlo’,ylabel=’M’)

MagMedia = MagTotal/(P-500)
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x1 =T
y1 MagMedia/N**2

axs [1].scatter(xl, yl, s=tam, c="mediumblue")
axs [1] .set (xlabel="T’,ylabel="|M]| )

print (TemperaturaGrafico)
fig.show ()

3 Analises dos Resultados

Com o codigo implementado com o algoritmo de metropolis, podemos obter as imagens da
simulagao:

Podemos perceber que, com base nos graficos obtidos pela simulagao, o grafico da magne-
tizagao espontanea do ferromagneto pela temperatura segue de forma extremamente coerente
com o modelo de Onsager visitado na Introdugao. Portanto, o algoritmo de Metropolis com-
binado com o Método de Monte Carlo para o calculo de média, conseguiu convergir para o
modelo termodinamico do equilibrio gibbsiano.

Contudo, com quantos mais passos de Monte Carlo estabelecidos, melhor a simulagao re-
presenta o modelo da rede quadrada de Ising no limite termodinamico.

Para uma rede quadrada 40 x 40, com 1000 passos de Monte Carlo, obtivemos o seguinte
resultado:
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Figura 2: Grafico da Magnetizacao em funcao da Temperatura para a rede de tamanho 40 x 40.

Esse método poderoso pode ser explicado de uma maneira extremamente cuidadosa, fazendo
uma analise estocastica do sistema. No presente artigo, nao queremos nos aprofundar na
ideia, mas podemos perceber que as previsoes tedricas do método estocastico explicam bem os
resultados obtidos.

Podemos perceber que para valores de temperatura abaixo da temperatura critica, vemos
que a magnetizacao converge bem e rapidamente ao valor esperado, conforme a figura 3.

Em contrapartida, proximo a temperatura critica, os valores oscilam de forma abrupta,
resultando na necessidade de um grande numero de passos de Monte Carlo para a convergéncia
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Figura 3: Grafico da Magnetizacao em func¢ao dos Passos de Monte Carlo para a temperatura
T =0,84750.. ..
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Figura 4: Grafico da Magnetizacao em funcao dos Passos de Monte Carlo para a temperatura
T =2,16929....

da magnetizacao.

Ou seja, percebe-se que ha uma instabilidade maior na regiao da temperatura critica, sendo
necessario um numero maior de passos de Monte Carlo para que o valor convirja, quando
comparado com temperaturas menores e maiores que a temperatura critica.
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Figura 5: Grafico da Magnetizacao em funcao dos Passos de Monte Carlo para a temperatura
T =2,29965.. ..
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Figura 6: Grafico da Magnetizacao em funcao dos Passos de Monte Carlo para a temperatura
T =3,94303. . ..

4 Consideracoes Finais

Tendo em vista a forma como o graficos do modelo descrito pela equacao (5) se sobrepoem
para magnetizagoes positivas, podemos concluir que o modelo feito pelo algoritmo presente na

secao 2 representa bem o modelo de Ising, porém o valor da magnetizacao nao vai a zero de
fato quando a temperatura critica é atingida, conforme mostra a figura 2.
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